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ОБ АДДИТИВНЫХ СВОЙСТВАХ ЧИСЕЛ *). 

Л. Г. Ш н и р е л ь м а н . 

Назовем последовательность натуральных чисел nv % , , . . , % . . . последо­
вательностью плотности больше а (а > 0), если нижний предел отношения — 
больше а. 

Перв^ая о с н о в н а я лемма. Какова бы ни была последовательность 
пх, п2,.. . плотности, большей а > О, можно разложить всякое число х на сумму 

i "а" членов этой последовательности, с точностью до слагаемого, не прево­
сходящего фиксированной константы А (не зависящей от разлагаемого ху 

а только от последовательности nl9 w2, . . . ). 
Обозначим через N(x) ЧИСЛО членов последовательности nv п2, . . . , ие пре­

восходящих х. 
Если N (х) > -^ , то число х, очевидно, разлагается на сумму двух членов 

последовательности. В самом деле, рассмотрим последовательность х — п1г 
х — п2, . . ., х — % , . . . ; число членов этой последовательности, не превосходящих хТ 

таково же, как и предыдущей, т. е. больше ~ . Поэтому существует такой член 
п4 первой последовательности, который равен некоторому члену х — ю- второй 
последовательности. Отсюда выводим: x = ni~\-nj. 

Пусть N(x)^-~. Если плотность последовательности превосходит а > О,, 
то существует число р, обладающее следующим свойством: каково бы ни было 
т^р, имеет место соотношение N(m)^(a — о)т (а есть как угодно малое 
положительное число). 

Предположим, что х^р. 
Рассмотрим сумму В(х) всех разностей п4+г — пр которые больше, чем рг 

при и<<и< + 1 <я . 
Возможны два случая: 1) И(х)^~-х, 2) В(х)>~1 х. 
В первом случае количество всех целых чисел, отличающихся от членов 

последовательности п19 п2, ... , пк, ... не более чем на — (р-\~ 1), больше чем 
-2-#- Поэтому можно разложить х на сумму двух членов последовательности 
nv п2, . . . и одного слагаемого, не превосходящего р + 1. 

*) Впервые опубликовано в „Известиях Донского Политехнического Института в Ново­
черкасске", т. XIV (1930), стр. 3—27. 
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Во втором случае введем между каждыми двумя последовательными членами 
-п4 и ni+l нашей последовательности такими, что ni+1 — щ> р, следующий ряд 
чисел; n{-\-nv ni~\~n2, .,. , ni-\~nj (до наибольшего ni-\-n^ не превосходящего 
ni+1). В силу свойств числа р мы получаем j> - (a — a ) ( ^ i ~ ~ % ) • Общее число 

введенных членов превосходит (а — а) 2 (niJr г — nt) = (а — о) В, (х) ^> — (а — а) х. 

Обозначим члены новой последовательности через mv ж2, . . . , тк, . . . Эта 

последовательность содержит более чем (а — а) х?-|—^- х членов, не превосхо­

дящих х. Если это число больше, чем g- , то х может быть разложено на 
сумму двух членов новой последовательности, т. е. четырех членов первоначаль­
ной. В противном случае повторим предыдущее рассуждение применительно 
/к новой последовательности mlf т 2 , . . . 

Образуем снова сумму В1(х) всех разностей miJrl— miy не превосходящихр; 

опять возможны два случая: Вг(х)^— и В1(х)^>~. В первом случае воз­
можно разложить х на сумму двух членов последовательности mv m2 , . . . , 
т. е. четырех членов первоначальной последовательности, во втором случае, или 
число х разлагается на сумму восьми членов первоначальной последователь­
ности, или можно снова повторить предыдущий процесс. 

Продолжая это рассуждение, мы докажем, что или число х разлагается на 
сумму Тс членов первоначальной последовательности и слагаемого, не превосходя 
щего jt?-|-l? или возможно построить последовательность, состоящую из (к-\-^-крат­
ных сумм членов первоначальной последовательности и притом такую, что 
количество членов этой новой последовательности, не превосходящих х, больше 

чем (я — <з)х-\--^- (а — 6)х=—' " (а — а)х. Когда —~- (а — а) превзойдет -0- , 

т. е. Тс ;> —з"- — 1, то наш процесс заканчивается, так как в последней после­

довательности число членов ее, не превосходящих х, больше -— х. Таким образом 

х разложится на сумму не более чем 2 ___ - членов первоначальной после­

довательности и на слагаемое, не превосходящее .р + 1. Это доказывает лемму 

при А =р~\~ 1 (так как при достаточно малом а > 0 a___g = I - I) . 

Лемма в т о р а я . Рассмотрим последовательность nv п.2, . . . , пк , . . . , где 
Wy < Cjy(j) (?(j) есть возрастающая функция от j , такая, что со 0) = °{Y З))-

Обозначим через А {и, х) число решений уравнения п- — ni = и, где 
S 

щ < w>j-^ х, и через T(x,s) сумму 2 А2 (и, х). 

Если при любом х у-0 Т{х, s) < Its 4 , , mo всякое число х разлагается 

на сумму ограниченного числа L членов последовательности nlf п2, . . . и одного 
слагаемого, не превосходягцего A. L и А не зависят от разлагаемого числа х, 

. а только от последовательности nv п2, . . . 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Образуем таблицу с двойным входом 
nv п2, . . . , пк 

п2 + nV %n2> - • ••> п2~^~пк 

т оценим количество различных членов этой таблицы, не превосходящих х. 
Пусть % < > < % + г Первая строка таблицы содержит более чем Сср(ж) 

членов, вторая — более чем „ ^ —А(п , л;) новых членов, третья — более 

чем / ж _ 2 ^ ч — ^ ( % , я)— ^ - 0 2 — nv х) членов, не принадлежащих первым 
двум строкам, и т. д. 

Вся таблица содержит М{х) различных членов, где 
X 1 X Щ 

+ су(х~\) ~ А К ' х) — А(п2 — п1,х)+...-)г 

х — щ А (щ, х) — А(щ — п19х)—... — А (щ — щ_1У х) = 1 О? (х — щ) 
г п 

1 \л х — nj vi 

так как каждое А {и, х) встречается столько раз, сколькими способами число и 
может быть представлено в виде разности nj — ni9 где % < ^ ^ % , т. е. 
А (и, щ) раз. 

На основании теоремы Шварца имеем 

щх) > А V --*—^ — 1/ 2 ^2 («, я?) 2 л.2 (и, щ) = 
I 

Выберем 1 = OL(D (x) (а есть вещественное число, большее 0). 
Мы имеем щ < С«Ф (х)Ъ [а? (х)\. Так как о (#) = о (V хЛ, то —-, J—x > 

>(1—г\) —7-г (где 7j как угодно мало, х достаточно велико). 
Вставляя эти выражения в предыдущее неравенство, получаем, на осно­

вании условия леммы, 
(1 — т]) ал? / Ъ^ж2 Ыгп2

г (1 — YJ ) ах хп] 

с V <?Чх) <р4Ы с ? !(»)?aW 
_ ( 1 ~ г^ах ЪГ {Оаср (х) у [осср (а?)]}2 

С ^ ср2 (Ж) ср2 {Оаср (а?) ср [аср (х)]} ^ 

> <к=№ _ а Ю Ч х ^ p P g r = i i ^ W L _ а Ю Ч х 
С {ср [аср (ж)]}2 С 

(ибо при достаточно большом х ?{«?(#)? [а? (#)]} >?[<*?(#)]). 
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Выбирая а = 2 ~ ^ , получаем М{х)> шч х> т- е- при достаточно боль­

шом х таблица содержит больше чем ~7!}. х членов, не превосходящих х. 
/ 4 /со4 

Располагая члены таблицы в порядке возрастания, мы получаем последова-
/1 у])2 

телъность, плотность которой не меньше чем - ' •. 
Лемма вторая есть, таким образом, следствие первой леммы. 
Лемма т р е т ь я . Для последовательности простых чисел р1Ур2> • • • * Рк> * • 

имеют место соотношения: ср(х) == Inх, С = 1 -f-е и А {и, х) < .^ S(и)г 

S(u) = XJ_(~^"Zr?~ )> Z^J произведение распространено на все различные нечет­
ные простые делители pi числа и (е кап угодно мало). 

Доказательство этой леммы совершенно аналогично доказательству формулы 
100#? 2 ( ж ) < т т - , данному Viggo Вшп'ом, где Z(x) есть число простых близнецов., 

не превосходящих х. 
Лемма ч е т в е р т а я . Положим #(^) = Х1_(^"Егт)> пап в Лемме 3-

Мы имеем 2 $* (и) < ^г, где Тс есть постоянная. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим произведение Р(и) = jj^(1 -| V рас­
пространенное на все различные нечетные простые множители pi числа и. 

Имеем 

j^^TT^ - 1 р -ТТ р"~р = Ш н - )< 
Р(и) J-J- р — 2 р + 1 13-рг—р—Ъ AJ_V ~i>2—i> — 2 / ^ 

оо 

<n(i+p4=2)=ti' 
где ftx — постоянная. Следовательно, 

Мы имеем P ( w ) = V > JP̂  СУТЬ простые делители числа и. 

Далее, Р2(и) = V —ъ ^-, так как число способов, коими можно 

разложить произведение pi . . . j>4 pi r . . pi на произведения видаpi p. . . . |?f. , 

есть 2*\ Следовательно, 

V РЧи} = ̂ U - ^ + 1 - J < S _ ^ £ _ _ _ < 

<Ъ^г-Г <rj[(i+4-\-v. 
Pi-Pi *\ „.-А "=Л ' « ' 

1 £А Ji + 1 V 

(Последнее произведение распространено на все простые числа и, очевидно>, 
сходится.) 
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Получаем окончательно 
г 

2 S2 (и) < (Jcjcfr = кг (к = Ъ\Ъ\). 

Из предшествующих лемм вытекают следующие предложения: 
Т е о р е м а 1. Всякое целое число х может быть 'разложено на сумму 

ограниченного числа L простых чисел, где L не зависит от х. 
Справедливость этой теоремы вытекает из третьей и четвертой лемм. 
Т е о р е м а 2. Какова бы ни была подпоследовательность р4 , pi , . . . , р{ , . . . 

простых чисел положительной относительной плотности (т. е. такая, что 

отношение -£-£- больше а > 0), всякое число х может быть разложено на огра-

ничейное число L членов этой подпоследовательности и на слагаемое, не превос­
ходящее фиксированной величины A (L и А не зависят от х). 

Справедливость этой теоремы вытекает из тех же лемм, что и предыдущей. 
С л е д с т в и е . В частности, можно разложить х на сумму ограниченного 

числа L простых чисел, заключенных в арифметической прогрессии at-j-Ъ (а и 
b взаимно простые), и слагаемого, не превосходящего A (L и А не зависят от х) • 

Т е о р е м а . Всякое число х > 0 можно разложить на 26 множителей 
вида пп (п — целое) с относительной точностью до ограниченного фактора х0 

(1 ^ х0 < А, где А не зависит от разлагаемого числа). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Оценим число решений уравнения \п 1гш] — [mlnm] =u, 

где и — некоторое целое число, удовлетворяющее неравенству In3# ^и ^Ы^х, 
а п и т удовлетворяют неравенствам т In т < п In п ^ х. Число решений рас­
сматриваемого уравнения не превосходит числа решений неравенства и — 1 < 

klnn + mln(l + -^\<u-\-l. 

Число тех из решений этого неравенства, для которых п < хг~г, не более 
чем х1-*, ввиду того, что каждому значению п отвечает не более одного решения 
уравнения [п In п] — [т In m] = и. 

Рассмотрим поэтому, сколько имеется решений, для которых п > х1~в. Ввиду 
Ji<^u и и<1п4х, ]с = о(т) [ибо 1с —о (х1-*)]. 

Поэтому можно, рассмотреть число решений неравенствам—1 <^Jclnn-\-Jc < 

< « 4 " Ь т. е. при данном к: и~7 < In n-4- 1 < и~1 . 

Число различных значений п не более чем 
г1±1._1 ^ z i _ i ! i z i _ i L 9 . й !i=i 

е к _е к =е к (ек_1^<±±^.е к 
в сколь угодно мало при больших х ввиду х1~*<Сп, а следовательно, 

7 . и—-1 . in3 а? 7 9 1 ]с > — > _ — — in2 х. 
In п lux J 

Число всех возможных решений (при различных значениях h) не более чем 

JL-KtH-i ) - ! * -
1, — \ е In X In x Wx и— л 

Ц ^ , ^ (1+е)Ц *>=1 . _ и и 
lnx<-K<- \nx t~[nx^rV Wx~ 
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Имеем 

» in2a? __ е е \ чп2а? / < е е < е е • 

Имеем ^-т- 1<1пю, п1пп<%; отсюда 

е * < J ^ _ _ < _ ± _ ( i + S). 
In х — In In ж In x v ' J 

Отсюда 
_i£_ 4. (у л. i ) . ц oo 

a In a? In a? ln2a? w —i w —l v ^ v 

S S ,42«"т'",<-«Ф»««"т"",.?1«",г^вЬ< 
t> = 0 . _ ^ Ц 

~~ In a? In2 a? 

. ( 2+9)0 + 0 * Ц 1 _ (2+e)e<1+'>,(l + s) _ ^ _ ^ O Q _ ^ _ 
•^ и In a? In2 а? л 1 — _i г ln2a? ^ ' ln2a? 

Tn^ X ~ #+* 
ed+«)« 

(при достаточно малых г и в). 
Рассмотрим последовательность 

jpj = 1 In 1 = 0, _ра = 21п2, . . . , j?fc = jfelni, . . . 

[ In3 ж 1 
SlnlnaJ* 

и аналогично g2==&2lnfc2~21n3#, д3 = ^ з 1 п ^ з ~ 31п3#, . . . и т. д., до 2а1па? = 
= & ,„ ̂ .In jfe ln„.—aln4#. 

a In a? a In a? 
Образуем таблицу 

J?» ¥ъ • • •» J>* 
.Pi + Яп JP2 + 2i> ---i Л + Si 
.P i+ 9* jP2 + «2> •••> Л + & 

где $t^x<Pt+f Число различных членов этой таблицы не менее чем 

...+y^-A(qj,x)—...—A(qJ-qJ-1.x)]+... 

В данном случае все разности д4 — <fy заключены между In3 а; и In* ж. Поэтому 
все A(q{— qjf х)< 3,2у4^> и ч и с л 0 различных членов таблицы не менее чем 
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1 х 

Полагая а = -^, имеем х (а—1,ба2) = ^ - . Таким образом, если располо­

жить таблицу в ряд по возрастающим величинам, то число членов этого ряда 

до х (при достаточно большом х) не менее -^- . Плотность этой последователь­

ности не менее -g—-. Отсюда следует возможность разложения всякого числа 
с точностью до ограниченной величины на сумму 13 членов ряда сумм ^ + i V y 

а следовательно, 26 членов ряда рх = 0, р2 = 2 In 2, . . . , рп = п In щ . . . 
Для доказательства теоремы достаточно представить \ъх в виде суммы 

Пх 1П Пх -f- П2 I n П2 -f- • • •• • 4 " ^26 1 П ^26 ~ Ь ^П Х0"> 
где 

О <; In х0 < In Ĵ  (̂ 4 — абсолютная константа). 

Отсюда х = xQ п"1п£... п%*. 
Точно так же можно представить всякое число ж > О в виде 

х = х0п1\ п2\. . .я26!. 
В т о р а я о с н о в н а я лемма. Пусть дана последовательность натураль­

ных чисел nv n2,..., пк9... 
Обозначим через fx(t) сумму 

e2Kin±t _̂__ еъ**п21^ . . . -f- е2кЫк\ 
где я А < ж < иА+1. 

Если при любом х > О 

1 г Ы-)Т 
•^\\fAt)rdt<C^ll_> (l), 

О 

г9е С—постоянная, не зависящая от х, a N(z)— число членов ряда пи п2) . . . 
не превосходящих г, то всякое число х > 0 разлагается на сумму ограниченного* 
(не зависящего от х) числа членов ряда nv n2, . . . с точностью до ограничен­
ного ( < А) по величине слагаемого (А не зависит от х). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 
к к 

fx (0 = 2 c o s 2тсю^ -f- i 2 s i n 2гсю/, 

[/*(0]M = Л + A^u + А2еы-ы + . . . + Aunjf™™kt, 

где Aj есть число разложений j на w слагаемых, членов ряда пг, п2,..., пъ ...,:, 
не превосходящих #. 

Имеем 

14 (0 i2w = (2 Л-cos 2*i02+(2 Л- sin 2Kjtf = 

4% 

,2 = 1 ' j = l A = l ^ 
2K Unk 

i = i 
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Но 
ипк ют 

(до условию леммы). Далее, 

24>24-[*®]'-
j = l j = l 

где Л. суть числа разложений числа j на сумму и членов ряда ni9 n2,. 

не превосходящих — . 
Обозначим через \i(x) число Л7, не равных нулю, где j^x. Тогда 

т. е. 

откуда 

- о — 1 •> 
j = l j = l 

"W>T7>> 2w (7 ' 

т. e. *A(#)> Y, при любом х. 
Мы получили, что число членов ряда, образованного ив w-кратных сумм 

членов ряда nlt % , . . . , не превосходящих х, превосходит ^- (при любом х). 
Следовательно, этот последний ряд имеет положительную плотность ^ -̂  . 

Справедливость основной второй леммы вытекает, таким образом, из основ­
ной первой леммы. 

С л е д с т в и е . Условие (1) в формулировке основной второй леммы можно 
заменить условием 

итг<с 
Действительно, 

а = о 

ип к ипк ипк ж—1 

Я = 0 

«мотря по тому, делится ли j — Тс на ж или не делится. 
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Мм имеем поэтому 
X — 1 ипк 2к 

а г= 0 j — l о 

Лемма v. d. Co rpu t ' a . Пусть g{v) — функция вещественного перемен-
nozo v. 

Если е < s r ( ! > + l ) — g(v)^r, и g(v+l) — 2g(v)+g(v — l)>0, то 
п 

\\eg(v')i\<^-^-~\-C (С—абсолютная константа). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 
ед&)<= eg{*+i)i — e0<v)* [д (у + р - 9 (у)] j 

[д (v + l)—g (У)] г eid («+*) -9 («) И — 1 * 

Функция eg__1 голоморфна внутри круга радиуса 2тс. Последний множитель 
разлагается внутри круга радиуса 2ir в сходящийся степенной ряд по степеням 

0 + 1 ) — # 0 ) ] V T - е-
со 

eg(v+i)i — e9(v)i ^л ^ w t = H»+i)-g(«)i.- SM'H«+D-g(« )1 } * = 
оо 

Согласно второй теореме о среднем, ввиду неравенств 

1 1 ъд(у + 1) — д{у) — д(у-\-Ъ) ^ 0 
.<Ф + 2) —р(* + 1) 0 ( t + l ) - . ? ( « ) l9(v + 2) — g(v + l)][g(v + l) — g(v)] ^ и ' 

[У О + 2) -д (V + 1)]* - [0 (V + 1) -д (*)]* > О, 
имеем 

n 
*И» + 1)-<7(*)] < max g(v + l)-g(v) 0 ' 

Отсюда 
< max | # 0 + 1) — gr («0 |*-x < я*- 4 

n oo 

v = l A = l 

так как ряд 2 I аь I #* сходится внутри круга радиуса 2тт. 

Лемма W е у Гя. Положим р (п) = ^ПР + а ^ - х + • . . есть полином р~й 
степени по п со старшим коэфициентом ^. Тогда 

i2(».J>. 1) Г*~' = | «»"""'+ е"а*"+ .. .+е'мы\"~' < 

1 < й . < » 

З&к. 1066. — Успехи математических наук 
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где символ -т—у означает наименьшую из величин: п или обратная величина 
разности между а и ближайшим целим числом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . П р и ^ = 1 имеем 

Х*ер(г)2гЛ 

i = l 

eT(w + l ) 2 7 c i _ _ l 

еРк* — 1 < 
sm ?тс < 

<Т> ' 

т. е. для р — 1 лемма верна. 
Пусть она проверена для полинома (р—1)-й степени. 
Применяя теорему Шварца, получаем 

! 220ь л т) Г"2=! S с2^-*™ Г ~2 -
j , f t = i , . . . , n 

n — 1 n —Л ^ . 
_ j V V в 2 т г < [ р Т А : ^ - 1 Л 4 - . . . ] | 2 ^ - 2

< ^ 

Л —_(w—1) A = l 

n — 1 n — h 

<( S IS* 
2Ki(pihkP-1 + ...) | \ 2 ^ - a 

< (l̂ 2n) h / 2 12 2Ki(pihkP — 1 + . . . ) |2 

+ 1 k = ] 

n — 1 n — Л 

\ 2 ^ -

< 

гтсгО^Лй^-1-!-...) | 4 \ 2 Р - 3 

Продолжая применять теорему Шварца, получаем 

12<*АТ)Г-г<(2»)' 
Предположив лемму доказанной для полинома (р — 1)-й степени, получаем 

ч 2 ^ - 3 + 2 ^ - Ч . . . + 1 " у 1 | ' у Л 21с<(1»ТЛЛР-1 + . . . ) | 2Р-2 

< (2п)^-2-^2п4^-2п^-2-^+^р-"-Р+^ 2 
- П< 7b < П 

{Flhp-.1hi...hp-t(p- -1)1}} < 

\ ' *U {plihi...hp-.1} \ ^ 

—п<Л.<п 

\ [ *** {Phbi-.-hp-i} ( 

Применение к доказательству обобщенной теоремы Варинга. 

Т е о р е м а . Пусть последовательность натуральных чисел nv n2, ю3, 
имеет плотность, большую а > 0. 

Всякое число JJC > 0 можно разложить с точностью до ограниченного сла­
гаемого на сумму ограниченного числа р~х степеней членов этого ряда. 

Доказательство этой теоремы достигается соединением метода И. М. Вино­
градова с применением второй основной леммы настоящей работы. 
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О ^п 2кг - « ^ ц е н к а с уммы ^ в ж 

п = 1 

1-й с л у ч а й : a < i p . Положим #(?г) = — ^ 

1 

т>Р 

(если д- (1 + - J < 1). Разобьем ^ е "* » " на две части: 
« = i 

И'- 2 и 2"= 2 
хР \аР 

Имеем 2 ' < ^ Т > a во'второй сумме 

^( T O +i)_^)>-^^ r = 2 7 t i 3 4. 
В силу леммы v. d. Corput'a а Р 

1 

и вся сумма 

Ъ<4-
р 

2-й случай : а > - | _ . Всегда можно выбрать дробь i- (q и у ввакмно 3i> 

простые) так, чтобы ? - f = ^ , где \а' | < | L , „ р и т е м 
J 0 - 1 

у < 2р! л? Р 
1 

1-я о ц е н к а (при у О 2 * ) . 
1 

2 ic* — « ^ Разобьем сумму 2 = 2 в "** * л на ряд сумм: 

ж-Р — р 

р = 0 Р р= :0 М' = 0 

2* 
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Рассмотрим одну из этих сумм 2 ? : 

i J_ 
ХР — о Х'Р — о 

м'=о м' = о 

ж ^ - р 

=c
2«*(f+£)' i е^|-^-,-"-ч...)! 

«/ — о 
1 

Х~Р — о 

где 
U' = О 

С \ / 01 СУ. 

Имеем 
j p - i 

иР-1* Р 

д {и' + \)-д(и') < ^ V 1 («' + 2)""^ < ^ . p - f < *• 

бъе 

1 

м i ^(и' 
и' = 0 

)г на две суммы: 
1 

хР -о 
1 

2,= "2о и 22= 

1 

. Т ^ - ^ р 

2 
1 

хР—? 

Первая сумма меньше чем —, во второй сумме 
г/я'*" 

1 

l 

По лемме v. d. Corput'a 2 0 < J L - T " + ^ т- e- в с я сУмма S^S j+S* 
pa'17 

i 
%P меньше 2 — Г . Отсюда следует оценка 

г 

|S"-"|<Sis,i<^ 
м = 1 P = 0 a i » 
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2-я о ц е н к а (при любых у). 
На основании леммы \УеуГя 

V I 2 тег—w>* Г - Г - 1 «-* 1 1 

Положим 
a q 
х у 

1 ^ 
< — 5 E J , ?/<2р!я Р , 

2р!а * 
т. е. 

Имеем 

1 

— = — -4- — а' < 
х у ' ху ' ^ 2р! * 

1 

{^,;.v^} {,!V-v1i+j,!"i-^-ia/} 
< 2 

(здесь | в | < | - ) . 
Оценим 

{*«*....A,-if + fP*{**i...V-if-} 

2 1 

1 
Если plh1...hp_1 делится на у , то ^ — у = %р. Число таких произведении 

JO —1 р— 1 

p\hx.. ,hp_v которые д е л я т с я на у, не более ——-—— = yl-.t— (е — любое 

> 0). Сумма всех -—^ , распространенных на подобные произведения, не пре-
р\ х 

восходит --!---. 
Рассмотрим случай, когда у не есть делитель произведения plht . . . hp__u 
Остатки каждого ряда чисел q(u-\-l), q(u-\-2), . . . , q(u-\~y — 1) по мо­

дулю q, где q взаимно простое с у, а и кратно у, суть, отвлекаясь от порядка^ 
1, 2 , . . . , у — 1. 

Соответствующие значения -̂  г- суть, с точностью до порядка, у, 

{f(« + o} 

Сумма этих значений меньше 2уЫу. Сумма соответствующих значении 
не превосходит удвоенной предыдущей, т. е. 4у In у. 

{;¥<«+*>} 
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р — \ 
Весь ряд чисел от 1 до plx Р (не считая кратных у) может быть разбит 

Р—1 

\р\х р Л ы 
н а у— I РЯД°В предыдущего вида и один неполный подобный ряд 

р-1 

(от \?Хх Р 1у + 1 и ю р\х р ), 
С другой стороны, среди произведений р\\ . . . hp_v которые все не более 

Р-1 

р\х р , каждое число встречается не более х* раз (s как угодно мало). 
1 

Поэтому вся сумма выражений { } ' соответствующих произведениям 
p\hi ... hp_u не де л ящи мся на у, не п р е в о с х о д и т 

Р-1 
Р-1 Р-1 

U vA V Р "\ \ 1-е' - — - + е ' 

^ + 1 \U/lny-x*<p\x p <3plx p 

(где е' любое > е). 
Выберем е' = —- . Получим для V -—у оценку 

{Pih...hp.t±} 
^<х 2Р+ р'х 

- ± У 

Отсюда получается: при а > -̂— и любом у, меньшем р\х Р , 

сеР 

(12 2 i r f — - n * ) < 49' 1 

2 ^ — 1 - 1 2Р-1 

X Р + X Р ~~ V + * 2р 

2р 

< 

2 ^ — 1 1 
^ - 1 ' 

< 4 2 ^ , ~ 1 \2х Р -1Г , ^ * 

У 
Таким образом получаем следующую сводку оценок: 

i JL 

1. Если а > | ^ , то 2 в < ~ - . 
ар 

1 
х'Р — 

2. Если а >-=— и у^Сх-Р, то, обозначая соответственную сумму 

Sв * = 2е у у 

через (а', у), имеем 

| (а ' , | / ) | <min 2 уж - - , бя' ^ - f " 5 

г , ' * *Р_ 
2p-i 
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Наконец, при а^-^~ и у > х2? эта сумма меньше выражения 
чР 

Ьх* Р°-Р + 5 
2р 

Оценим теперь 
1 

хР J P - 1 

2р\ X Р 
хР 
2рТ 

у = 1 а'=1 

где 
х£ 
~2р\ 

Х = 2 (•'•*>"• 
а' — 1 

J P - 1 
2р1 X Р 

2 W + 2 2 <*•»)•<«'2 В. V+ 2 X-
а = 1 \ np у=1 

1 

Имеем «>-«—• Если у > # 21? , то, на основании последней оценки, \(аг,у) 
1 i_ £ 

<С10хр ***, так что |(а', y)|w при w>^2^ меньше чем — . 
JL 

1 — 1 _ ж 

Для у О 2 ^ и а > - д -

| (V , ?/) | > min 

1 1 
Юх* 2хру 

2Р п,р 
2Р-

1 
хР 
2р\ 

Разобьем 2 (а'> У)и н а части, определяемые неравенствами: 
а'=1 

И 

1) 5 а ' * < у 2"" 1 , т^ е . a ' < ^ - t , 2 * ~ \ 

1 2р+ J-
2) * ' > ^ У * • 

1(Ы В первой части суммы \(а', j / ) | < — — ^ - , во второй части 
2J» 

2 Р - 1 

а.'~1> 
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U л , 2р — 1 
р ^ оР-1 

Сумма членов первой части меньше чем -х у 
2р — 1 
— и 

ПРИ
 0р-1 U>2JP+ 9p-i + 2, например при и>3р2р, она меньше 

чем —-
у2 

и 
Сумма членов второй части меньше чем х? У\-^-~, где сумма распро-

(22/)* 
и 

2J3 — 1 

странена на все значения а1 между -^- у 2Р~ и -J- со. Эта сумма меньше чем 1 2 ^ + - -п 1 

Ър 

хУ I ^ а ^ - * ^ * * 

К (и р)хр 

При и > 3 она меньше чем — - ^ — (гДе К (и, р) — постоянная, зависящая 
только от и и р). 

JL - 1 

*Р EZ± ХР Р-1 
'2рТ 2i?!> P ~2рТ 

о = 1 t / = l а' = 1 

<2«хР%±-\-К(ч,р)хР J ] i < ^ ( % F ) ^ 

(при м > 3 ^ ) . 
Отсюда получается следующая оценка основной суммы: 

1 
и 

2кг^иР\и\ хр . а ^|2(2"П1<^>,?> 
о = 0 п—1 

(при и^3р2р). 
Д о к а з а т е л ь с т в о обобщенной т е о р е м ы В а р и н г а . 
Рассмотрим последовательность чисел nv n2, . . . плотности ^ а > 0 . Число 

членов этой последовательности, не превосходящих х, не менее чем ~ # (начиная 
с достаточно большого х). 
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Число членов соответствующего ряда степеней, не превос&одящих х, начи-
1 

вая с достаточно большого х, не менее чем ~%р. 
л 

i_ 
Обозначая последнее число через N (х), имеем N(x)y- ~ хр . 
Обозначая чярез Aj число разложений j на сумму р-х степеней натуральных 

чисел, а через А. — число разложений j на сумму членов ряда np
v n\, . . . , имеем 

х х х — 1хР 

Ii^<14<ili\ll^,lu<^(^~<^'^-^ 
Таким образом условия второй основной леммы выполнены. 
Это доказывает теорему. 


